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Vorwort

Drei wesentliche Griinde haben uns bewogen, ein Mathematikbuch zu schreiben. Zum
einen haben wir unser personliches didaktisches Konzept umgesetzt. Zum anderen ist
dieses Buch so gestaltet, dass es dem Wandel, der durch den Einsatz von Computern ent-
standen ist, gerecht wird. SchlieBlich wird durch viele Anwendungsbeispiele die Bedeutung
der Mathematik in der Technik sichtbar.

In diesem Mathematikbuch haben wir viel Wert auf eine verstidndliche Sprache gelegt.
Begriffe, Regeln und Satze sind so formuliert, dass sie moglichst leicht zu lesen, schnell
aufzufassen und einfach zu merken sind. Bilder sagen mehr als tausend Worte. GemaB
diesem Grundsatz werden Satze, Regeln und Beispiele mit farbigen Skizzen illustriert. Die-
se Abbildungen helfen, den Sachverhalt unmittelbar visuell aufzunehmen. Alle Beispiele
enthalten einen ausfiihrlichen Rechenweg. Durch die Angabe von vielen Zwischenschrit-
ten sind sie auf das Niveau von Studienanfingern zugeschnitten. Dieses Buch ist nicht
nach dem strengen Prinzip Definition-Satz-Beweis aufgebaut. In diesem Sinne ist es kein
Mathematikbuch fiir Mathematiker. Trotzdem sind an vielen Stellen Herleitungen oder
Beweisskizzen enthalten. Sie fordern das Verstandnis (iber die Zusammenhange des ma-
thematischen Gedankengebiudes. Querbeziige zur Geschichte der Mathematik verdeutli-
chen, wie sich die Mathematik (iber Jahrhunderte aus Ideen genialer Personen entwickelt
hat. Kurzportrats einiger bedeutender Mathematiker befinden sich im Anhang.

Durch den Einsatz von Computern hat sich die Téatigkeit von Ingenieuren stark gewan-
delt. Berechnungen und Konstruktionen werden iiberwiegend mit Softwarewerkzeugen
durchgefiihrt. Dadurch steht die Vermittlung von Rechenschemata und Rechentricks bei
der Mathematikausbildung in einem Ingenieurstudium heute nicht mehr im Vordergrund.
Computer machen Mathematik aber nicht Gberflissig, im Gegenteil: Das Kapital der Inge-
nieurabsolventen liegt im Verstandnis der Mathematik. Das Wissen iiber die Modellierung
und die Kenntnis unterschiedlicher Berechnungsverfahren sowie die Fahigkeit zu einer sou-
verdnen Interpretation der Ergebnisse zeichnen einen guten Ingenieur aus. Dieses Buch
wird diesem geanderten Anspruch gerecht. Die meisten Kapitel enthalten einen Abschnitt
Uber numerische Verfahren und einen Abschnitt Giber ausgewahlte Anwendungen. Bei die-
sen Anwendungen sind die technischen Skizzen und Bezeichnungen teilweise vereinfacht
dargestellt und deshalb nicht immer normgerecht.

Zum Uberpriifen des Lernfortschrittes stehen am Ende der Kapitel Aufgaben, unterteilt
in die Kategorien Verstidndnis, Rechentechnik und Anwendungen, zur Verfiigung. Durch
selbststiandiges Uben und mit einer gesunden Portion Hartnackigkeit beim Bearbeiten der
Aufgaben wird sich der gewiinschte Studienerfolg einstellen. Losungen zu den Aufgaben
sind Gber die Internetseiten der Autoren abrufbar: www.mathematik-fuer-ingenieure.de.
Das Dozentenportal des Carl Hanser Verlags stellt fiir Mathematikdozenten begleitend
zum Buch einen Foliensatz bereit.



6 Vorwort

Unser Dank richtet sich in erster Linie an unsere Studierenden. lhre Fragen und Bemerkun-
gen (ber viele Semester hinweg haben uns angeregt, immer wieder iiber Verbesserungen
der Darstellung des Stoffes zu reflektieren. Ebenfalls bedanken méchten wir uns bei un-
seren Kolleginnen und Kollegen der Fakultdt Grundlagen an der Hochschule Esslingen.
Zahlreiche Hinweise sind an vielen Stellen eingeflossen. Ein herzlicher Dank geht an den
Carl Hanser Verlag, speziell an Frau Christine Fritzsch, Frau Renate RoBbach und Frau
Katrin Wulst, fir die angenehme Zusammenarbeit bei der Entstehung dieses Buches.
SchlieBlich gilt ein besonderer Dank unseren Familien, die uns Freirdume geschaffen und
so die Entstehung des Manuskripts erméglicht haben.

Esslingen, im Juli 2010 Jiirgen Koch
Martin Stampfle

Die positive Resonanz iiber unser Buch hat uns sehr gefreut und uns dazu motiviert, in
die 2. Auflage eine Reihe von Ergdnzungen und Verbesserungen aufzunehmen. Bedanken
mochten wir uns bei den Studierenden und Kollegen iiber die Riickmeldungen zu Tipp-
fehlern und kleinen Unstimmigkeiten. In akribischer Kleinarbeit sind wir allen Hinweisen
nachgegangen und haben entsprechende Korrekturen vorgenommen. Auch die Losungen
zu den Aufgaben, die nach wie vor im Internet abrufbar sind, haben wir iiberarbeitet.

Wir haben in der 3. Auflage das Thema Funktionen in drei Kapitel aufgeteilt. Der Einstieg
in die Funktionen ist nun etwas allgemeiner gehalten und beinhaltet auch Relationen.
Ein eigenes klar strukturiertes Kapitel iiber die elementaren Funktionen verbessert den
Uberblick iiber diese Funktionen. Die zentralen Themen Folgen, Grenzwerte und Stetigkeit
sind nun in einem separaten Kapitel geblindelt. Mit Erganzungen bei der z-Transformation
und den beiden komplett neuen Kapiteln iber Differenzengleichungen und elementare
Zahlentheorie haben wir weitere Aspekte der diskreten Mathematik hinzugefiigt. Einige
Aufgaben und Lésungen sind neu hinzugekommen oder wurden lberarbeitet.

In der 4. Auflage haben wir Abschnitte ber orthogonale Vektoren und Matrizen und die
Hauptachsentransformation aufgenommen. Das Kapitel Giber Zahlentheorie wurde um zwei
Anwendungen erweitert. Bei den Kapiteln (iber Grundlagen, Matrizen und gewdhnliche
Differenzialgleichungen wurden etliche Aufgaben ergdnzt. Auch fiir diese Auflage haben
wir noch einige kleinere Unstimmigkeiten geglattet.

Esslingen, im Oktober 2017 Jirgen Koch
Martin Stampfle
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1 Grundlagen

Die Mathematik ist aus einzelnen Bausteinen aufgebaut. Neue Erkenntnisse bauen stets
auf bereits Bekanntem auf. Dadurch entsteht ein immer machtigeres Bauwerk. In diesem
Kapitel beschéftigen wir uns, bildlich gesprochen, mit den untersten Etagen der Ma-
thematik. Dabei geht es vor allem um Themen der Schulmathematik. Nun gehért die
Schulmathematik nicht immer zu den vorrangigen Interessensgebieten von Studierenden.
Man konnte darliber nachdenken, dieses Kapitel zu lberblattern. Das geht natiirlich nur
gut, wenn im Kartenhaus unserer Leser in den untersten Etagen nicht viele Liicken vor-
handen sind. Ansonsten drohen die ganzen Bemiihungen mit einstiirzenden Neubauten zu
enden. Auch wenn man den Eindruck hat, Gber ein tragbares Fundament in Mathematik
zu verfiigen, sollte man sich mit den Bezeichnungen fiir logische Operatoren, Mengen,
Zahlen, Intervalle, Summen und Produkte in diesem Kapitel vertraut machen.

Die Darstellung der Themen in diesem ersten Kapitel ist sehr komprimiert. Fiir eine inten-
sive Wiederholung der Schulmathematik sollte man jedoch noch weitere Biicher, die mehr
Beispiele und Ubungsaufgaben enthalten, in Betracht ziehen. Die wesentlichen Dinge, die
in den folgenden Kapiteln bendtigt werden, sind jedoch alle enthalten.

1.1 Logik und Mengen

Wir gehen in diesem Abschnitt kurz auf einige Aspekte der Logik und der Mengenlehre
ein. Diese beiden Teilgebiete geh6éren zum absoluten Fundament der Mathematik. Obwohl
sie in diesem Buch nicht im Mittelpunkt stehen, werden wir doch an vielen Stellen immer
wieder logische und mengentheoretische Eigenschaften anwenden.

1.1.1 Aussagenlogik

»Das ist doch logisch.” Dieser Satz wird oft strapaziert, jedoch nicht immer geht dieser
Aussage eine wirklich streng logische Herleitung eines Sachverhalts voraus. Die Mathema-
tik bedient sich an vielen Stellen der Logik. Die Hoffnung dabei ist, dass Dinge objektiv
beschrieben werden kénnen und Aussagen und Gesetze lange Zeit Giiltigkeit haben, da
sie fiir jeden transparent und schliissig, eben logisch herleitbar sind. Die grundlegende
Denkweise der Logik wurde auch unter philosophischen Aspekten bereits in der Antike
etwa von Aristoteles beschrieben.

Eine spezielle Art der Logik ist die Aussagenlogik. Wie die Bezeichnung schon vermu-
ten lasst, stehen dabei Aussagen im Mittelpunkt. Es stellt sich die Frage, wie man mit
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Aussagen, insbesondere natiirlich mit mathematischen Aussagen umgehen kann. In der
klassischen Aussagenlogik geht man davon aus, dass eine Aussage entweder wahr oder
falsch ist. Aussagen, bei denen nicht entscheidbar ist, ob sie wahr oder falsch sind, be-
ricksichtigen wir hier nicht. Betrachtet man nicht nur eine Aussage, sondern mehrere,
dann ist interessant, wie diese Aussagen zueinander stehen. Oftmals folgt aus einer Aus-
sage eine andere. Man kann Aussagen miteinander verkniipfen und dadurch zu weiteren
Aussagen gelangen. Der formale Apparat dazu heiBt Aussagenlogik. Etwas allgemeiner ist
die nach dem englischen Mathematiker George Boole benannte und von Giuseppe Peano
und John Venn maBgeblich entwickelte Boolesche Algebra. Sie kann auf die Logik und
auf Mengen, wie wir sie in Abschnitt 1.1.2 betrachten, spezialisiert werden. Zunachst
definieren wir einige Operationen fiir Aussagen.

Definition 1.1 (Aussagenlogik)
Fiir die Aussagen A; und A, bezeichnet man

» die Negation oder das Gegenteil der Aussage A; mit -Aq,

» die Und-Verkniipfung der beiden Aussagen mit A A As,
» die Oder-Verkniipfung der beiden Aussagen mit A v As,
» die Implikation der beiden Aussagen mit A = A,
» die Aquivalenz der beiden Aussagen mit A = A,.

Fir dquivalente Aussagen verwendet man die Sprechweise
Ay <— Ay ,A; gilt genau dann, wenn A, gilt"
und fir die Implikation
Ay = Ay ,wenn A; gilt, dann gilt auch Ay" oder ,aus A; folgt As".

Etwas gewohnungsbediirftig ist die Tatsache, dass fir Relationen zwischen Aussagen Fol-
gendes zutrifft:

Ay = Ay st gleichbedeutend mit -4, =— -A;.

Folgt also aus A; die Aussage A, so ist dies dquivalent zur Tatsache, dass, wenn A,
falsch ist, die Ausssage A; ebenfalls nicht wahr sein kann. Dies wird beispielsweise bei
der Durchfithrung von Widerspruchsbeweisen, siehe Abschnitt 1.6, angewandt. Die Oder-
Verkniipfung ist kein exklusives Oder. Ist Aussage A; oder Aussage Ay wahr, so konnen
durchaus auch beide Aussagen wahr sein. Mdchte man ausdriicken, dass nur genau eine
Aussage wahr ist, also entweder A; oder As, so kann man dies mithilfe der exklusiven
Oder-Verkniipfung erreichen:

(Al A —|A2) \ (A2 A —|A1).

Damit wird also ausgedriickt, dass entweder A; wahr und A falsch ist oder der umge-
kehrte Fall gilt.
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Beispiel 1.1 (Aussagen)

a)

Um im Lotto zu gewinnen, muss man einen Lottoschein ausfiillen. Zwischen den beiden
Aussagen

Aj :lch habe im Lotto gewonnen, A :Ich habe einen Lottoschein ausgefiillt

besteht also die Implikation Ay = As. Einen Lottoschein auszufiillen bezeichnet man als
eine notwendige Bedingung fiir einen Lottogewinn. Allerdings ist das leider noch keine hin-
reichende Bedingung fiir einen Lottogewinn.

Wir betrachten die beiden Aussagen
A; : Die Figur ist ein Dreieck, A : Die Figur ist ein Polygon.

Da jedes Dreieck ein Polygon ist, gilt Ay = A3. Die Umkehrung muss aber nicht zutreffen.
Ein Quadrat etwa ist insbesondere ein Polygon, aber eben kein Dreieck. Die beiden Aussagen
sind nicht aquivalent.

Bei den beiden Aussagen
Ar:x>5, Ags:x>-2.

gilt Ay = As, denn wenn eine Zahl groBer als 5 ist, dann ist sie auch groéBer als —2. Die
Umkehrung trifft nicht zu. Somit sind die beiden Aussagen auch nicht &quivalent.

Fir die Aussagen
A :;1“2:47 Asix =2, Az:x=-2
gelten die folgenden Relationen:
Ay =— A;, A3 =— A;, Aj << AsV As.

An diesem Beispiel wird deutlich, wie die Aussagenlogik die mathematische Lésungsfindung
begleitet. Nur bei Aquivalenzumformungen ist sichergestellt, dass keine Lésung verloren geht
und auch kein neuer Lésungskandidat hinzu kommt. n

Die Oder-Verkniipfung und die Und-Verkniipfung sind assoziativ und kommutativ. Man
kann also beliebig Klammern setzen und auch die Reihenfolge vertauschen. Treten beide
Operatoren gemischt in einem Ausdruck auf, so kann man diesen mithilfe der Regeln des
Mathematikers Augustus de Morgan umformen.

Satz 1.1 (Regeln von de Morgan)

Fur die Aussagen A; und A gilt:

>

—|(A1 A AQ) =-A1 Vv -4y > —|(A1 \% AQ) =-A1 A=Ay

Nun gibt es allerdings auch eine etwas seltsame Art von Aussagen, bei denen man auch
bei ndherer Betrachtung nicht so recht weiter kommt. Was ist beispielsweise davon zu
halten, wenn ein Mann folgenden Satz spricht:

»Ich spreche jetzt nicht die Wahrheit."



22 1 Grundlagen

Wenn er die Wahrheit sagt, so stimmt seine Aussage. Darin ist aber enthalten, dass er
nicht die Wahrheit spricht. Dies ist ein Widerspruch. Wenn er liigt, dann ist seine Aussage
nicht wahr. Seine Behauptung, dass er nicht die Wahrheit spricht, ist falsch. Er sagt also
die Wahrheit. Dies fiihrt ebenfalls zu einem Widerspruch. Es ist folglich nicht entscheid-
bar, ob diese Aussage wahr ist oder nicht. Wie kommt dieses Paradoxon zustande? Es
ist der Selbstbezug, der diese sogenannte Antinomie ungreifbar macht. Bertrand Russell
publizierte 1903 dieses Paradoxon erstmals.

Als Ausblick sei hier erwahnt, dass eine Erweiterung der Aussagenlogik in der sogenannten
Pradikatenlogik besteht. Dieser Formalismus enthalt als weitere Strukturelemente soge-
nannte Pradikate und Quantoren, mit deren Hilfe Existenz und Allgemeingiiltigkeit von
Ausdriicken naher spezifiziert werden kdnnen. Die Pradikatenlogik hat viele Anwendungs-
felder. Dazu zahlen Programmiersprachen und Compilerbau in der Informatik. Pioniere
der modernen Logik sind John von Neumann, Paul Bernays und Kurt Gédel.

1.1.2 Mengen

Viele Begriffe in der Mathematik, wie beispielsweise die reellen Zahlen oder der Wer-
tevorrat einer Funktion, werden (iber Mengen definiert. Eine Menge fasst verschiedene
Elemente zusammen. In einer Menge kénnen endlich viele oder unendlich viele Elemente
enthalten sein. Bei einer Menge interessiert man sich nicht fiir die Reihenfolge der Ele-
mente. In diesem Sinn gibt es kein erstes oder letztes Element einer Menge. Man kann
lediglich entscheiden, ob ein gewisses Element in einer Menge enthalten ist oder nicht. Ein
und dasselbe Element kann auch nicht mehrfach in einer Menge enthalten sein. Mengen
kann man durch Aufzdhlen der Elemente oder durch Angabe bestimmter Eigenschaften
der Elemente festlegen.

Definition 1.2 (Mengenschreibweise)

In der aufzdhlenden Form einer Menge M werden alle Elemente a, b, ¢, ... aufgezahlt,
die zu M gehoren:

M ={a,b,c,...}.

In der beschreibenden Form einer Menge M besteht M aus allen Elementen x, die
eine bestimmte Eigenschaft erfillen:

M = {x | x hat bestimmte Eigenschaft} .

Beispiel 1.2 (Mengenschreibweise)

Die Menge, die aus allen Zahlen besteht, deren Quadrat kleiner oder gleich 4 ist und die groBer
oder gleich —1 sind, definiert man durch

M:{x|x2£4undx2—l}.

Die Menge M besteht aus den Zahlen zwischen —1 und 2. N
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Definition 1.3 (Leere Menge)

Die leere Menge bezeichnet man mit @ = {}.

Die leere Menge enthalt kein Element. Fiir sie verwendet man die Bezeichnung @. Mit
den Symbolen € und ¢ beschreibt man das Enthaltensein von Elementen in einer Menge.

Definition 1.4 (Element einer Menge)

Die Mengenzugehorigkeit beschreibt man fiir
» ein Element einer Menge mit  a € {a,b,c},

» kein Element einer Menge mit  d ¢ {a,b,c}.

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie genau dieselben Elemente enthalten. Wenn die Menge
M5 alle Elemente der Menge M, auch enthalt, dann nennt man M; eine Teilmenge von
Ms. In diesem Sinne besteht auch zwischen zwei gleichen Mengen die Teilmengenrelation.
An manchen Stellen unterscheidet man zwischen echten und unechten Teilmengen. Bei
zwei gleichen Mengen spricht man dann von unechten Teilmengen. Echte Teilmengen
missen sich um mindestens ein Element unterscheiden.

Definition 1.5 (Teilmenge)

Die Menge M, ist eine Teilmenge der Menge Mo, falls jedes Element x der Menge
M auch in der Menge Ms enthalten ist:

MicMsy: xeM;] — x¢€ M.

Die wichtigsten Operationen fiir Mengen sind Vereinigung, Schnitt und Differenz. Die
Vereinigungsmenge zweier Mengen enthalt alle Elemente aus den beiden Mengen. Die
Schnittmenge zweier Mengen besteht aus den Elementen, die sowohl zu der einen als auch
zu der anderen Menge gehoren. Bei der Differenzenmenge von zwei Mengen werden alle
Elemente der zweiten Menge aus der ersten Menge entfernt. Mithilfe der Aussagenlogik
kann man die Mengenoperationen formal definieren.

Definition 1.6 (Mengenoperationen)

Far die Mengen M, und Ms definiert man

» die Vereinigungsmenge durch My UMy ={xz|ze M vae M},
» die Schnittmenge durch MynMy={x|xzeM rnxeM},
» die Differenzenmenge durch My~ My ={x|xzeM rnx¢M}.
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Waéhrend bei den ersten beiden Operationen die Mengen vertauschbar sind, ohne dass sich
dabei das Ergebnis andert, ist dies bei der Differenzbildung nicht moglich. Im Aligemeinen
ist also M7 ~ My nicht dasselbe wie M5 \ M;. Die Differenzbildung ist, wie man sagt,
nicht kommutativ. Das exklusive Mengen-Oder erhilt man mittels der Mengendifferenz
folgendermaBen:

(M1 AN Mg) U (Mg N Ml)

Deutlich sichtbar ist die Analogie zwischen der logischen Oder-Verkniipfung und der Ver-
einigungsmenge. Gleiches gilt fiir die logische Und-Verkniipfung und die Schnittmenge.
Auch beim exklusiven Oder ist die Analogie zur Aussagenlogik erkennbar. Sicherlich ein-
pragsamer und leichter zu merken sind diese Definitionen ber Mengendiagramme, die
man auch als Venn-Diagramme bezeichnet. Sie sind nach dem englischen Mathematiker
John Venn benannt.

Mengenoperationen

Vereinigung Schnitt Differenz

MlUMQ M1 ﬂMQ Ml\Mg

Beispiel 1.3 (Mengenoperationen)

a) {4,7,11}u{7,17,27} = {4,7,11,17,27}

b) {4,7,11}n {7,17,27} = {7}

o) {4,7,11}~{7,17,27} = {4,11} .

Nun gibt es noch die sogenannte Komplementbildung einer Menge M. Diese ist allerdings
nur definiert, falls es eine Grundmenge gibt, aus der M gebildet ist.

Definition 1.7 (Mengenkomplement)

Bezogen auf eine Grundmenge ist das Komple-
ment einer Menge definiert durch

MC={z|z¢M}.

Kein Element von M ist in der Menge M€ ent-
halten und umgekehrt.
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Viele Beitrage zu unterschiedlichen Aspekten der Mengenlehre stammen von Bernhard
Placius Johann Nepomuk Bolzano, Richard Dedekind, Georg Ferdinand Ludwig Philipp
Cantor und Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo.

1.2 Zahlen

Der Mathematiker Richard Dedekind veroffentlichte 1888 eine Publikation mit dem Titel
.Was sind und was sollen Zahlen?". Fiir sich betrachtet sind Zahlen rein abstrakte mathe-
matische Objekte. Aus unserem Alltag sind Zahlen jedoch nicht mehr wegzudenken. Sie
werden zum Zahlen, Ordnen, Messen und zur Angabe von GroBenverhaltnissen verwen-
det. Beispielsweise hat die Zahl 11 zunachst keinen Bezug zu unserer taglichen Realitat.
Wenn wir jedoch wissen, dass eine FuBballmannschaft aus 11 Spielern besteht, dann ist
die GroBe genau festgelegt. Wenn eine Mannschaft auf dem 11-ten Tabellenplatz steht,
dann verwenden wir die Zahlen zum Festlegen einer Reihenfolge.

In dieser Einfilhrung stellen wir gewissermaBen die Entstehungsgeschichte der Zahlen vor.
Sie erstreckt sich von den natiirlichen und ganzen Zahlen tber die rationalen Zahlen bis
zu den reellen Zahlen. Die letzte Episode, die sich mit den komplexen Zahlen beschaftigt,
ist in Kapitel 13 enthalten.

1.2.1 Natiirliche Zahlen

Die Zahlen
0,1,2,3,4,5,6,7, ...

sind uns aus dem Alltag vertraut. Die Mathematiker bezeichnen diese Zahlen deshalb als
natiirliche Zahlen.

Definition 1.8 (Menge der natiirlichen Zahlen)
Die Menge der natiirlichen Zahlen wird beschrieben durch

N={0,1,2,3,...}.

Viel Diskussion erzeugt die Frage, ob die Null auch eine natiirliche Zahl ist. Letztendlich
ist es jedoch ohne Bedeutung, ob wir die Null als natiirliche Zahl betrachten oder nicht.
Uber was wir wirklich bei dieser Schreibweise nachdenken sollten, sind die drei Punkte am
Ende der Auflistung. Durch die Notation ... wird angedeutet, dass es immer weiter geht.
Im Sinne der Mathematik gibt es also keine groBte natiirliche Zahl. Meistens argumentiert
man dabei wie folgt: Angenommen es gabe eine groBte natirliche Zahl, dann kann man
doch sicherlich eine Eins zu dieser Zahl addieren und erhalt dadurch eine noch groBere
Zahl. Also ist die Annahme, dass es eine groBte natiirliche Zahl gibt, nicht haltbar.
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Definition 1.9 (Unendlich)

In der Mathematik versteht man unter dem Begriff Unendlichkeit das Gegenteil von
Endlichkeit. Eine Menge hat also genau dann unendlich viele Elemente, wenn die Anzahl
der Elemente nicht endlich ist. Zur Bezeichnung der Unendlichkeit verwendet man das
Symbol oo.

Beim Umgang mit dem Symbol oo ist Vorsicht geboten. Man darf mit diesem Symbol
nicht einfach wie mit Zahlen rechnen. Wenn man Ausdriicke der Art co — co verwendet,
muss man genau erldutern, was darunter zu verstehen ist.

Symbole oo und -

Die Bezeichnungen co und —co sind Symbole und keine Zahlen. Mit den Symbolen oo
und —oo darf man nicht einfach rechnen wie mit Zahlen.

Ob sich die mathematische Unendlichkeit tatsachlich auf unsere reale Welt iibertragen
lasst, ist dem Mathematiker letztendlich egal. Nach Schatzungen von Physikern enthalt
unser Universum nicht mehr als 107® Atome. Die GroBe einer solchen Zahl mit 78 Stellen
ist schwer zu erfassen, sie spielt fiir die mathematische Theorie keine Rolle. In der Mathe-
matik ist das Prinzip der Unendlichkeit durch Axiome fest verankert. Albert Einstein soll
einmal gesagt haben: ,,Zwei Dinge sind unendlich: Das Universum und die menschliche
Dummbheit. Aber beim Universum bin ich mir nicht ganz sicher."

1.2.2 Ganze Zahlen

Die Addition und die Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen ergibt wieder eine natiirliche
Zahl. Anders sieht es bei der Subtraktion aus. Wenn man von einer natiirlichen Zahl eine
groBere natiirliche Zahl abzieht, so ist das Ergebnis negativ. Das Ergebnis ist in diesem Fall
also keine natirliche Zahl. Um diesen Makel zu beseitigen, erweitern wir die natiirlichen
Zahlen um die negativen Zahlen.

Definition 1.10 (Menge der ganzen Zahlen)

Die Menge der ganzen Zahlen wird beschrieben durch

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Durch die ganzen Zahlen ist die Problematik bei der Subtraktion behoben. Die Addition,
die Multiplikation und die Subtraktion zweier ganzer Zahlen ergibt wieder eine ganze Zahl.
Mathematiker sprechen von der Abgeschlossenheit der ganzen Zahlen beziiglich Addition,
Multiplikation und Subtraktion.

Auf den ersten Blick hat es den Anschein, dass es doppelt so viele ganze Zahlen wie
natiirliche Zahlen gibt. Bei dieser Betrachtung ist jedoch Vorsicht geboten. Sie geht von
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einer Rechnung der Art ,,c0 + co = 200" aus. Wie bereits erwdhnt, darf man mit dem
Symbol oo nicht einfach so rechnen, als ob es eine Zahl ware. Aus Sicht der Mathematik
ist die Anzahl der natirlichen und der ganzen Zahlen gleich, namlich unendlich.

1.2.3 Rationale Zahlen

Uber eine Grundrechenart haben wir uns bisher noch keine Gedanken gemacht, namlich
die Division. Was passiert, wenn wir zwei ganze Zahlen durcheinander teilen? Nur in Aus-
nahmefallen geht die Division zweier ganzer Zahlen ohne Rest auf. Damit wir Ergebnisse
von Divisionen beliebiger ganzer Zahlen darstellen kénnen, bendtigen wir eine Erweiterung
der ganzen Zahlen.

Definition 1.11 (Menge der rationalen Zahlen)

Die Menge der rationalen Zahlen besteht aus allen Zahlen, die sich als Bruch zweier
ganzer Zahlen darstellen lassen:

Q:{qzﬁln,meZ,m;tO}.
m

Im Hinblick auf die vier Grundrechenarten haben wir unser Ziel erreicht. Die rationalen
Zahlen sind beziiglich Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division abgeschlossen.
Beim Umgang mit rationalen Zahlen spielt die Darstellung als Dezimalzahl eine wichtige
Rolle. Dabei verwenden wir anstelle eines Kommas die international iibliche Schreibweise
der Dezimalzahlen mit einem Dezimalpunkt.

Definition 1.12 (Dezimalzahl)
Ein Zahl der Form

Znin—1..-R22120 - 2~1%-2%2-3 ..., Zk € {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

bezeichnet man als Dezimalzahl. Sie besteht aus endlich vielen Ziffern z; vor dem
Dezimalpunkt und endlich oder unendlich vielen Ziffern z; nach dem Dezimalpunkt.

Bei Dezimalzahlen werden die Ziffern 0 bis 9 verwendet. Sie beruhen auf dem Zehnersys-
tem. Historiker sehen die Ursache fiir die weite Verbreitung des Dezimalsystems vor allem
in der menschlichen Anatomie. Das Zahlen im Zehnersystem lasst sich durch zehn Finger
einfach realisieren.

Trotzdem haben sich auch andere Zahlensysteme etabliert. Unter anderem das Zwolfer-
system, das sich durch die einfache Aufteilung in Halften, Drittel, Viertel, Sechstel und
Zwolftel gegeniiber dem Dezimalsystem auszeichnet. Bei der Darstellung auf Computern
verwendet man das Binérsystem, das nur die beiden Ziffern 0 und 1 kennt. Eine kompri-
mierte Darstellung des Binarsystems bietet das Hexadezimalsystem zur Basis 16.
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Beispiel 1.4 (Dezimalzahlen)

a) Die Zahl 1.4142 ist ein typisches Beispiel fiir eine Dezimalzahl. Sie besitzt eine Stelle vor
dem Dezimalpunkt und 4 Nachkommastellen und lasst sich als Bruch zweier ganzer Zahlen
darstellen:

14142

14142 = ———.
10000

Somit ist 1.4142 auch eine rationale Zahl. Zusatzlich wird bei diesem Beispiel eine Problema-
tik deutlich, die wir an dieser Stelle auf keinen Fall verheimlichen wollen. Die Bruchdarstellung
einer rationalen Zahl ist nicht eindeutig:

14142 7071 28284

1.4142 = = = =...
10000 5000 20000

b) Unter den rationalen Zahlen gibt es auch Zahlen, die sich nicht als endliche Dezimalzahl

1
darstellen lassen. Ein einfaches Beispiel ist die rationale Zahl —. Die Darstellung dieser Zahl
ist als Dezimalzahl nur dann moglich, wenn man unendlich viele Nachkommastellen zulasst:
1 _
3= 0.333333...=0.3.

Man spricht hier von einer periodischen Dezimalzahl. Ein Strich iiber den sich wiederholenden
Ziffern zeigt die Periode an.

c) Durch Briiche mit dem Nenner 9, 99, 999, ... kann man aufgrund von
1 =0.111111 L =0.010101 €L =0.001001
5 =0 - g9 =0 ) 999 =0 AU

jede periodische Dezimalzahl darstellen. Dadurch sind alle periodischen Dezimalzahlen ratio-
nale Zahlen. Man kann den Trick auch bei Zahlen der Art

815 . 4711
1000 1000 - 9999
anwenden. Umgekehrt kann man die Dezimalzahl

0.999999...=0.9 = % =1

auch als rationale Zahl darstellen. n

0.815471147114711 ... = 0.8154711 =

Dezimalzahlen

Jede Dezimalzahl mit endlich vielen Nachkommastellen und jede periodische Dezimal-
zahl ist als Bruch darstellbar und somit eine rationale Zahl. Umgekehrt bestehen die
rationalen Zahlen genau aus allen Dezimalzahlen, die endlich viele Nachkommastellen
haben oder periodisch sind.

1.2.4 Reelle Zahlen

In der griechischen Antike, also vor rund 2500 Jahren, gab es den ersten Nachweis, dass es
auch Zahlen gibt, die nicht rational sind. Nicht rational bedeutet, dass sich die Zahl nicht
als Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen lasst. Solche Zahlen bezeichnet man heute als
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irrational. Ungliicklicherweise assoziiert man umgangsprachlich mit irrational etwas, was
gegen die ,,Ratio", also gegen die Vernunft gerichtet ist. Der Ausdruck irrationale Zahlen
bezieht sich jedoch auf den Begriff ,Ratio” im Sinne vom Verhéltnis zweier Zahlen.

Definition 1.13 (Irrationale Zahlen)

Eine Zahl, die sich nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen lasst, bezeichnet man
als irrationale Zahl. Irrationale Zahlen besitzen eine Dezimaldarstellung mit unendlich
vielen Nachkommastellen, die sich nicht periodisch wiederholen.

Beispiel 1.5 (Irrationale Zahlen)

a) Ein typischer Vertreter der irrationalen Zahlen ist
V/2 = 1.4142135623730950488016887242097 . . .

Zum Nachweis der Irrationalitit von \/2 ist Euklid indirekt vorgegangen, siehe Beispiel 1.25.
b) Leonhard Euler konnte im Jahr 1737 beweisen, dass die Zahl

e = 2.7182818284590455348848081484903 . ..
auch irrational ist. Weitere Einzelheiten zur Eulerschen Zahl e findet man in Definition 7.9.
c) Auch von der Kreiszahl
m = 3.1415926535897932384626433832795 . ..

ist bekannt, dass sie irrational ist. Die Kreiszahl 7 spielt eine zentrale Rolle bei den trigono-
metrischen Funktionen, siehe Definition 1.28. n

Definition 1.14 (Reelle Zahlen)
Die Menge der reellen Zahlen R besteht aus allen rationalen und irrationalen Zahlen.

Die Beweise, dass die Zahlen e und 7 irrational sind, sind alles andere als einfach. Charles
Hermite etwa hat gezeigt, dass e eine sogenannte transzendente Zahl ist. Daraus folgt
insbesondere, dass e irrational ist. Es entsteht leicht der Eindruck, dass man irrationale
Zahlen wie Stecknadeln im Heuhaufen suchen muss. Doch genau das Gegenteil ist rich-
tig. Es gibt wesentlich mehr irrationale Zahlen als rationale Zahlen. Formal driickt man
das in der Mathematik dadurch aus, dass die rationalen Zahlen als abzahlbar und die
irrationalen Zahlen als iberabzdhlbar bezeichnet werden. Anschaulich kann man sich das
folgendermaBen vorstellen: Angenommen, man hatte einen Sack, indem sich alle ratio-
nalen und irrationalen Zahlen befinden. Wenn man nun blind eine Zahl aus diesem Sack
ziehen wiirde, dann kann man fast sicher sein, dass es eine irrationale Zahl ist.

Einbettung der Zahlenmengen

Die natiirlichen Zahlen sind eine echte Teilmenge der ganzen Zahlen, die ganzen Zahlen
sind eine echte Teilmenge der rationalen Zahlen und die rationalen Zahlen sind eine
echte Teilmenge der reellen Zahlen : NcZ c QcR.



